PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
UNIVERSIDADES DE CASTILLA-LA MANCHA

JUNIO — 2017

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

El alumno debera contestar a una de las dos opcjmopuestas A o B. Los ejercicios
deben redactarse con claridad, detalladamenteopaado las respuestas. Puede utili-
zar cualquier tipo de calculadora.

OPCION A

x°+a six<2 .

19) Dada la funcior (x) = { .
) (x) —x2+bx—9 six>2

a) Calcula razonadamente los parametrgsb para quef(x) sea derivable en todo
R.

b) Enuncia el teorema de Rolle y comprueba si, peradlores hallados en el apartado
anterior, la funciorf (x) verifica las hipotesis del teorema en el interyald, 6].

a)
Para que una funcion sea derivable en un puntorefiaidn necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcidonf(x) es continu&’a, b € R. Se trata de determinar los valoresude
y b para que sea derivable en el punto critico 2.

Para que la funcion sea continuaxes 2 es necesario que sus limites laterales
en ese punto sean iguales e iguales al valor fied#on.

lim f(x) = lirr%(x2 +a)=4+a=f(2)

X— X—

lim f(x) =lim(—x?>+bx—9)=—-4+2b—9=2b—13 -
x—-27F x—2

=>4+a=2b—-13; a—2b =-17. (1)

La funcionf(x) es derivabl&a, b € R, excepto para el valor critiao= 2, cuya
derivabilidad vamos a forzar determinando los gmoadientes valores dey b.



Una funcion es derivable en un punto cuando esm@en ese punto y, ademas,
sus derivadas por la izquierda y por la derechagales.

p . 2x Ssi x<?2
f(x)_{—2x+bsix>2'

ff@)=2-2=4. f'(2")=-2-2+b=—4+bh.
ff)=f'"2Q*) >4=—-4+b=>b=8 a—2-8=-17 =2a=—1.

La funcion f(x) es derivableen R paraa =—-1yb =8.

b)
El teorema de Rolle dice que “si una funcfdmx) en continua efa, b] y deri-

vable en(a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple qug(a) = f(b), existe al menos
un valor ca < ¢ < b tal quef'(c) = 0.

21 six<2
Paraa = —1y b = 8 es ={ X =4
Y f&) —x?>4+8x—9 six>2
f(=2)=(-2) -1=4-1=3.
f(6)=—62+8-6—9=—36+48—9 = 3.

Teniendo en cuenta que la funciffx) en continua en R, por lo tanto le es
aplicable el teorema de Rolle a cualquier interealvado que se considere, por ejem-

plo, el intervalo dad¢—2, 6]:

A la funcion f(x) le es aplicable el teorema de Rolle por ser f(—2) = f(6).
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2°) Con una chapa metalica d& & metros se desea construir, cortando cuadrados en

las esquinas, un cajon sin tapa de volumen méxitatla razonadamente las dimen-
siones de dicho cajon.

B T
X X 5—-2x
X X X
8 —2x
=
0
X X
F'_x x| 1
t&~5 n——-

De la observacion de la figura se deduce que:
V(ix) =x-(8—-2x)(5—-2x) = x- (4x? — 26x + 40) = 4x3 — 26x2 + 40x.

Para que el volumen sea maximo es condicion neaegee se anule su primera
derivada:

V'(x) = 12x% — 52x + 40.

V'(x) =0= 12x%> —52x + 40 = 0; 3x%2 —13x + 10 = 0;

13+v169-120 13449 1317 10
X = p = p = p = X1 ::1’x2 ::7;_

. . 10 . . . . .,
La solucionx = ~ carece de sentido por ser imposible la constraaéd cajon
20
or ser2x = — > 5 metros.
3

La solucion légica de maximo es para= 1 metro. Se comprueba a
continuacion:

V" (x) = 24x — 52.
V'"(1) =24 —-52 <0 = Maximo para x = 1.

Las dimensiones del cajon son 6 X 3 X 1 metros y su volumen 18 m3.
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ax—y+z=a—4

39 a) Discute el sistema de ecuaciones Iine%?exs+ y —az =a— 1 en funcién del
y—z=-3

parametrar € R.

b) Resuélvelo razonadamente para el valer —1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:
a -1 1 a -1 1 a—4
M=<2 1 —a>yM'=<2 1 -a a—l).
0 1 -1 o 1 -1 -3

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrmpdeametraz es el siguiente:

a -1 1
IM|=[2 1 —-a|l=—-a+2+a*-2=0;a°-a=0; a(a—-1)=0=>
0o 1 -1

Para {Z i (1)} = Rang M = Rang M' = 3 =n%inc6g.= S.C.D.

O -1 1 -4
Paraa=0=>M' = <2 1 0 —1) = Rang M’ = {C,,(;,C,} =
O 1 -1 -3

0 -1 —4
=2 1 —-1|=-8—-6=-14+#0= RangM' =3.
0O 1 -3
1 -1 1 =3
Paraa=1:M’=<2 1 -1 0>:>RangM’:>{C1,C2,C4}=>
o 1 -1 -3
1 -1 -3
= (2 1 0|=—-3—-6—-—6=—-15+0= Rang M' = 3.
O 1 =3

Para {Z z 0

1} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.




b)
—-x—y+z=-5
Paraa = —1 el sistema resultx + y +z = —2;, que es compatible determi-
y—z=-3
nado. Resolviendo por la regla de Cramer:

-5 -1 1
-2 1 1
- - 5—2+3+3+5+2 16
X = 3 1 1l — =—=28
(-1)2-(-1) 1+1 2
-1 -5 1
2 =2 1
_lo -3 -1l _ —2-6-3-10 _ _E — —-105
y 2 2 T
-1 -1 -5
2 1 -2
- 3—-10—-2-6 15
z=1o 1 =3l - L _75
2 2 2

Solucion:x =8; y = —-10,5; z = -7,5.
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4°) Dado el punt®(2,0,—1) las rectag = % = yT“ = % ys = {

a) Determina razonadamente la posicion relativa sledetas y s.

b) Encuentra razonadamente la ecuacién generalated plue pasando por P es para-
lelo ar y as.

a)
La expresion de la rectadada por unas ecuaciones paramétricas es larsiguie
_(x—y+2z=—-4 _ X—y=-— —21} .t
_{x+y=—1 =>z—/1=>x+y:_ 2x = —=5— 24
xz—g—/l
5
x——z—/l y——l—x——1+5+/1——+)l=>s= y=§+/1
z=A

Un punto y un vector director aesonA(2,—1,0) y v, = (1,-2,0).

Un punto y un vector director desonB (—3, 2,— 1) yv, = (—1,1,1).

2
Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser propoatas
sus componentes; esto implica que las recjas se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso se hace lo siguiente:

Se considera el vector w linealmente dependiente del vector que tiene como
origen el punto A € r y extremo el punto B € s:

9 _ 5 _ _ 1 _ 1
w =48 = [B-4] =|(-3,2-3) - 2-1,0)| = (-5,3,-3)
El vector w considerado puede ser, por ejemplo: w = (10,—6, 1).

Segun que los vectores {v,, v, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se
cortan o se cruzan, respectivamente.

Los vectores {v,, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante
que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 -2 0
Rang {v,,vo,w}=>|-1 1 1[=1-20+6-2=-15#0=
10 -6 1

— — —> —_— — —> .
= Rang {v,, v;,w} = 3 = {v,, v, W} no son coplanarios.



Las rectasr y s se cruzan.

b)
El planor pedido tiene como vectores directores a los vestdirectores de las
rectas y contiene al puniy(2,0, —1):

x—2 y z+1
nP; v, o)=| 1 -2 0 [=0;
-1 1 1

2(x-2)+(z+1)-2z+1)—-y=0; 2(x—-2)—y—(z+1) =0;
—2x+4-y—-z—-1=0.

n=2x+y+z—3=0.
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59 a) Los operadores A, B y C producen, respectivamehts) %, el 30 % y el 20 %
de las resistencias que se utilizan en un labavaderelectronica. Resultan defectuosas
el 6 % de las resistencias producidas por A, elde%as producidas por By el 3 % de
las producidas por C. Se selecciona al azar urdaersia:

a,) Calcula razonadamente la probabilidad de que eskegtdosa.

a,) Si es defectuosa, calcula razonadamente la pilat@zbde que proceda del
operario A.

b) Las resistencias se empaquetan al azar en cagascdeunidades. Calcula razona-
damente la probabilidad de:

b,) Que en una caja haya exactamente tres resistéalorasadas por B.

b,) Que en una caja haya al menos dos fabricados por B

D _w— P =0,3-0,05=0,015
B ‘/@E
03 — (Q.OF
\DQ\—> P =0,3-0,95=0,285

- P=0,2-003=0,006

97

S|

- P=02-097=0,194

a;)
P =P(D)="P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(D/C) =

=0,5-0,006+0,3-0,05+0,2-0,03=0,030+ 0,015+ 0,006 = 0,051.

a,)
. _ P(AnD) _ P(A)-P(D/A) —
P =P(A/D) = P(D) ~ P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(D/C)
0,5-0,006 0,030 0,030

= = =——=10,5882.
0,5:0,006+0,3:0,05+0,2:0,03  0,030+0,015+0,006 0,051

b)
b;) Se trata de una distribucidén binomial cuya prdloul es:P = (Z) -p" g,

siendop = 0,3 la probabilidad de que la resistencia la hayaywiok el operario B y
q=1—-—p=1-0,3 =07 la probabilidad de que la resistencia no la hagdyrcido



el operario Bn es el niumero de resistencia del grupoeg el nimero de las resisten-
cias del grupo que ha producido el operario B.

= —5;'33:! -0,027-0,49 =10-0,027-0,49 = 0,1323.

También puede resolverse este apartado de la fguiente:
P = P(BBBAA) - P.”* + P(BBBAC) - P3 + P(BBBCC) - P =

:5_!.0,33.0,52+§—f-0,33-0,5-0,2+3%:'0.33-0,22 =

3!.2!
= 0,33 (52—4 025 +20-0,10 + = 0,04) = 0,027 (25+2+0,4) =

= 0,027 -4,9 = 0,1323.

b,) La probabilidad pedida es equivalente a la unidados la probabilidad de que
no haya ninguna producida por el operario B meagedbabilidad de que una haya
sido fabricada por el operario B:

P=1-[(2)-03°-0750+(3)- 03" 075] =

=1-[1-1-0,75+5-0,3-0,74] = 1 — (0,16807 + 0,36015) = 1 — 0,52822 =

= 0,4718.
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OPCION B

1°) Calcula razonadamente los siguientes limites:

3 2
x°+3x°—4 . x-L(x+1)
a) _ b) lim———-.
x—>—2 x3+5x2+8x+4 x—02—-2Ccosx
a)
3 2
x3+3x2-4 —8+12—-4 0 .
im = = - = Indet.> {L'Hopital} =
x—>—2 x3+5x2+8x+4 —8+20-16+4 0
. 3x%2+6x 12-12 0 . . 6x+6 —12+6
= lim — = = - = Indet.= {L'Hopital} = lim = =
x—>—2 3x2+10x+8  12-204+8 0 x—>—2 6x+10  —12+10
-6
= -_— 3.
-2
x3+3x%2-4
im —— =
x—>—2 X3+5x2+8x+4
b)
1
. x-L(x+1) 0-L1 0 . . L L(x+1)+x——
lim = = - = Indet.= {L'Hopital} = lim L =
x—02-2C0SX 2-2-1 0 x—»0 O+2senx
L+ +——  L1+2 1Lt xd
L)+ 2 0 . vt an?
= lim 241 — 1= " 5 Indet. = {L'Hopital} = lim 2207 —
x—0 2senx 2-0 0 x—0 2-COS X
1, 1 1, 1
= lim x+1 (x+1)2 __ 0+1 (0+1)2 __ 1+1 E =1
x>0 2-coSx 2-cos0 21 2 )

lim x-L(x+1) —1

x—02—2C0SXx
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2°) Dadas las funciong€x) = —x?y g(x) = x? — 2x — 4:
a) Calcula razonadamente el area del recinto cefiimitados por sus graficas.

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la reoteaha la grafica dg(x) en el
punto de abscisa= —3.

a)
Los puntos de interseccion de las curvas son lasisoes de la ecuacion que
resulta de la igualacidon de sus expresiones:

fxX)=gx)=> —x>=x?>—2x—4;2x>*—2x—4=0; x2—x—2=0;

2 2 2 x, =2 - B(2,—4)

1+V1+8  1+V9 143 {x1 =-1-A4(-1,-1) \ Y /
X = = = = . 2
1 2

-110

Xy

La representacion grafica, aproximada, de la cidna
se expresa en la figura adjunta.

fx

Por ser las ordenadas de la paralf¢lg = —x* igua- [
les o mayores que las correspondientes ordenadadea- / | \
bolag(x) = x? — 2x — 4 en el intervalo del area a calculary !
de la observacion de la figura se deduce que:

S=[2If() — g())dx = [* [-x? — (x* — 2x — 4)]dx =

— (? 2 2 — (? 2 —
= [ (x*—x?+2x+4)-dx =" (-2x* +2x +4)-dx =

2 2

3
=[—%+x2+4x] =

3 2
[—2i+2i+4x]
3 2 -1

-1

223 2 2:(-1)3 2 _
(-Z+2244-2) - -2+ (-2 + 4 (-1 =
= -2 +4+8--14+4=15-6=9u’=S.
b)

La ecuacion de la recta normal a una curva eruatopriene dada por la ecua-

ciony —y, = — % (x — x,), dondem' es la derivada de la curva en el punto.
El punto de tangencia es el siguiente:
g(=3)=(-3)>-2-(-3)—-4=9+6—4=11 = P(-3,11).

La pendiente de la recta normal es la siguiente:



g =2x—-2= g'(-3)=2-(-3)-2=-6-2=-8.

-1 -1 1
g'3 -8

oo |

y—11==(x+3); 8y —88=x+3.

La recta normal pedida es:n = x — 8y + 91 = 0.
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2 1 0 -1
3°) Dadas las siguientes matrices cuadrAda<—1 0 O ),B = < 2
1 2

-1 1

O 1 0
yC=<0 3 O):
-1 0 -1

a) ¢ Tiene inversa la matrgd; + B? Razona la respuesta.

b) Calcula razonadamente la matriz X que verificazXie- C = A — X - B.

a)

b)

2 0 0 -1 0 1 1 0 1
M=213+B=<0 2 0)+<2 -1 0>=<2 1 0).
0 0 2 1 0 0 1 0 2

Una matriz es invertible cuando su determinantissto de cero.

1 0 1
2 1 0
1 0 2

IM| = |2I; + B| = =2-1=1=%0.

La matriz 21; + B es invertible.

2X+C=A—-—X'B; 2X+X-B=A—-C; X-21+X-B=A—-C.
Sacandd factor comun por la izquierda en el primer término
X-(2QI+B)=A—-C; X-M =N.

Multiplicando los dos términos por la derecha Hor*:

X-M-M'=N-MY X-I=N-M1=X=N-M"1 (¥

2 1 0 0 1 O 2 0 O
N=A—C=<—1 0 0)—(0 3 0>=<—1 -3 0).
1 2 -1 -1 0 -1 2 2 0

1 0 1

0 1
-1 0
0 O

)

Se obtiene la inversa d¢ = (2 1 0) por el método de Gauss-Jordan.

1 0 2

10 11 0 0
MID=[2 1 olo 1 o :{iﬁ"i& Zlfl}:
1 0 200 0 1 37T h




2 (1) 8 =>{F1_>F1_F3}=> (1) (1)
o 1 F, > F, + 2F, .

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos\ag M1

2 0 0 2 0 -1
X=N-M—1=<—1 -3 0)-(—4 1 2)=<
2 2 0/ \-1 0 1

4 0 -2
x=(10 = )
-4 2 2
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—4

0
-3
2

—2
-5
2
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4°) a) Encuentra razonadamente la ecuacion de lasgeetasu forma general o impli-
cita, que contiene a los punt®€0,1,—-2) y Q(4,—3,0).

b) Encuentra razonadamente un punto que equidiskeyd® y que pertenezca a la

x=2+41
rectar ={y=-1 ,A€R.
z=-5

a)
Los puntos? y Q determinan el vectd?_(j =[Q — P] = (4,—4,2).

Un vector director de es cualquiera que sea linealmente dependienteciglr
PQ = (4,—4,2), por ejemplow; = (2,—2,1).

x_y-1_z+2 :{x=—3’+1
2 - ST ly—1=-2z2-4

La expresion de por unas ecuaciones generales o implicitas egueeste:

={x+y—1:0
=ly+2z43=0

b)
El punto medio del segmento que forman los puRt{@s1,—2) y Q(4,—3,0)
esM(2,—1,-1).

El planor, bisector del segmenRY) tiene por expresion general a la ecuacion
m=2x—2y+z+ D = 0. Teniendo en cuenta que contiene al pwAf@, —1, —1)
tiene que satisfacer su ecuacion:

n=2x—2y+z+D=0

M(Z,—1—1)}:>2'2_2'(—1)+(—1)+D=0;

4+2—-1+D=0; 5+D=0=>D=-5=>n=2x—-2y+z—-5=0.

x=2+A
La interseccion del planmo=2x -2y +z—-5=0ylarectar =jy = -1
z=-=5

es la solucion del sistema que forman:

Tn=2x—2y+z—5=0

x=2+1 A,
r=ly=-1 =2(2+1)-2(-1)+(=5)—-5=0;
z=-5

4+24+21-5-5=0; 41—-6=0; 2/1—3=0:/1=§.



El puntoT der que equidista dB(0,1,—-2) y Q(4,—3,0) es el siguiente:

x=2+§=% o
y=-3 =7 (5-35)
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5% a) En mi casa dispongo de dos estanterias A y B. temgo 20 novelas, 10 ensayos
y 10 libros de mateméticas y en la B tengo 12 rasvgI8 libros de matematicas. Elijo

una estanteria al azar y de ella, también al amalipro. Calcula razonadamente la
probabilidad de que:

a,) El libro escogido sea de matematicas.
a,) Si el libro elegido resulté ser de matematicas, fgera de la estanteria B.

b) El tiempo de espera en una parada de autobustsbuye segun una distribucion
normal de media 15 minutos y desviacion tipica Butas.

b,) Calcula razonadamente la probabilidad de espezaosnde 13 minutos.

b,) ¢ Cuantos minutos de espera son superados pofeldg3os usuarios? Ra-
zona la respuesta.

a)
a)
P =P(M) =P(A)-P(M/A) + P(B) - P(M/B) =
1w, 18 _ 11,12 1, 1_>5+8_13_ 0,3250.
2 40 2 20 2 4 2 5 8 5 40 40
a
? P(MNB) P(B)-P(M/B) S 2 2
— _ _ : _ 2 20 _ 25 — 5 __
P =P(B/M) = P(M) — P(A)-P(M/A)+P(B)P(M/B) — 10415 1L 12 Ll
2 = 1-40 8



b)
Datos:u = 15; o = 5.

by)
P(X < 13).

Tipificando la variableZ = % = X_515.

PX<13)=P(2<=2)=P(2<2)=P(Z<-04) =

=1-P(Z=04)=1-0,6554 = 0,3446.

b,)
Zy=P(Z<Z,)=1-33%=67%=0,67.

Mirando la tabla de distribucién Norm#l0, 1), a 0,6700 le corresponde en la
tabla 0,44.

X-15
5

=0,44; X=15+2,2=17,2.

El 33 % de los usuarios supera los 17,2 minutos de espera.
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